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Le probleme a pour objet I'extension de la notion de série entiere a des séries de matrices,
dans le but de définir le logarithme d’'une matrice au voisinage de la matrice-identité et d’en

examiner certaines propriétés.

Les quatre parties du probleme sont largement indépendantes. Quel que soit 'ordre dans
lequel le candidat décide de les aborder, on attend de lui une démarche claire, ainsi qu'une
rédaction soignée. La présentation, la précision des arguments et la rigueur des raisonne-

ments seront prises en compte dans la notation.
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Dans tout le probléme, p désigne un nombre entier strictement positif. On note .4 ,(C) I'en-
semble des matrices carrées d’ordre p a coefficients complexes, et .4, (IR) 'ensemble des
matrices de .#,(C) dont tous les coefficients sont réels.

Pour toute matrice M de .4, (C) et tout couple (¢, k) d’entiers compris entre 1 et p, on note
M]|Y?, k] le coefficient situé dans la /-iéme ligne et la k-ieme colonne de la matrice M.

Dans la base des matrices élémentaires Ey ;. (matrice dont tous les coefficients valent 0, sauf
celui situé dans la /-iéme ligne et la k-ieme colonne, qui vaut 1) une matrice M de .#,(C)

s’écrit donc :

p p
M=) > M0kl Epy.
/=1k=1

On dit qu'une matrice M de .4, (C) est triangulaire si tous ses coefficients sous-diagonaux

(les M[¢, k] pour lesquels ¢ > k) sont nuls.

On appelle polynome caractéristique de M le polynome y,, = det(X.I, — M), ot I,, désigne
la matrice-identité d’ordre p. Pour tout entier k compris entre 0 et p, on notera ai(M) le
coefficient de son mondéme de degré k, de sorte que :
An = i a (M) x* ,avec ap(M) =1 et ap(M) = (=1)Pdet(M).
k=0

Le spectre de M, constitué des racines (complexes) de y,,, sera noté sp(M) :
sp(M) = {1 e C; det(A.I, — M) =0} .

On dit qu'une suite (Mp) ,en de matrices de .4, (C) est convergente si chacune des suites
(M4, k]) ,en converge dans C.

n
On dit que la série de terme général M, est convergente si la suite ( Z M) neN €st conver-

m=0
gente.

Partie 1 : convergence d’une série entiere de matrices

Soit || . || une norme sur I'espace vectoriel .4, (C) des matrices-colonnes a p coefficients

complexes.

Onnote | . ||s la norme sur .4, (C) subordonnée a | . ||, définie par :

VAeMpO), | Alls=Sup{ | AY ||; Y € (0), | Y [ =1}.
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1. Justifier pour toute matrice Y de .4, 1 (C) et tout couple (A, B) de matrices de .4, (C)
les inégalités :

TAY [ <l Als 1Y,

IAB s <l Alls I Blls -

2. Pour toute matrice A € .4,(C), on appelle rayon spectral de A, noté p(A), le plus
grand des modules des valeurs propres (complexes) de A: p(A) = Max{|A|; A € sp(A)}.

Démontrer que, pour toute matrice A€ .4, (C),ona: p(A) <[ Als.

3. Dans cette question, (c,)eNn désigne une suite de nombres complexes, telle que le
rayon de convergence de la série entiere Z cnz"* soit strictement positif.
>
On note R ce rayon de convergence, éverfufellement infini.
On note </, '’ensemble des matrices A de /%p(@) telles que la série Z cp, A" soit
n=0

convergente.

a) Etablir les deux inclusions :
{Aely,(O); | Alls <RYc ot c{Ae My(C); p(A)<R}.

b) Quel résultat sur les séries entieres retrouve-t-on lorsque p est égal a 1, si on
identifie alors ./, (C) a C?

¢) Démontrer que </, est invariant par similitude, c’est-a-dire que, si A appartient
a o/, etsi A’ est semblable a A, alors A’ est aussi un élément de <7,.

d) Démontrer que si A est une matrice diagonalisable de .#,(C) dont le rayon

spectral est strictement inférieur a R, alors A appartient a /.

Partie 2 : quelques calculs et un exemple

Zn+1 Z2n+1
Pour tout couple (n,z) € N x C, on note u,(z) = (-1)" et v,(z) = .
n+l 2n+1
n
1. a) Démontrer que la suite d = (d,),en+ de terme général d,, = In(n) — Z — est
k=1
convergente.
2N-1
b) Exprimer, pour N € N*, la somme partielle Z u, (1) en fonction de do et dy,
n=0

eten déduire I'égalité : Y u,(1) =In(2) .

n=0
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